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NOTES DES MEMBRBS ET CORRBSPONDANTS
BT NOTES PRESENTUNS OU TRANSMISNS PAR LUURS SOTNS

LOGIQUE MATHeUertqUr. Les th1orimes 3-stratifiis de NF3.
Note (*) de MM. Maurice Boffa et Marcel Crabbd, pr6sent6e par M. Jean Leray.

- NFa est le fragmelt g| lll Qa th6orie des ensembles de guine) engendr-e p-ar les axiomes propr€s'de NF qu'on.nfyj.3*1ra-tifier (c'est-n-diie-rttuiin;'"u_*_lo typo o, l,z).Nous carast6rijons lesthdordmes 3-stratifi6s de NF3 (bt Oe Nf.;;i;" Oe t;innni)-"n't"i*o de th€orie des types.

Soit k un entier ) 2. on notera TTo la th6orie simple des types rdduite aux k premiers
types 0, l, " ',k-1. Les formules de TTo seront dites k-stratifi€es et NF* d6signera lefragment de NF engendrd par les axiomes propres de NF qu'on peut k-stratifier. TTfl(resp' TTi) ddsignera l'extension de TT* obtenue en ajoutant pour chaque entier n 2 |I'axiome affirmant qu'il existe au moins n objets distincts oe type 0 (resp. en ajoutant
chaque 6noncd k-stratifid de la forme A ++ A+, oir A+ est obtenu d partir de A en augmen_
tant chaque type d'une unit6). Grichine [(t), ('), (t)] a prouv6 que la consistance de NF3est ddmontrable dans l'arithm6tique et que NF : NFo.

PROpOSlrroN' Les th^ordmes 3-stratifi6s de NF. coincident avec les thdorimes
de TT!.

Dimonstration. En utilisant (o), il apparait que les th6ordmes 3-stratifi6s de NF3colncident avec les thdordmes de TTJ. Il reste i montrer que TTi : TTr, ce qui revient
ir prouver que tout moddle infini M de TT, satisfait A *, A+ pour chaque 6nonc6 A2-stratifi6. soit B l'6nonc6 du langage des algdbres de Boole obtenu en remplagant dans Achaque formule atomique de Ia forme xe € x1 par xo S x, et en restreignant aux atomes-
chaque quantificateur portant sur une variable de type 0. Notons M, (i : l, 2) l,algdbre
de Boole des ensembles de M de type i .  I l  est clair que MFA*MTFB et
y^F.A. T 

M, F B. M 6tant irifini, vt, et M, sont deux algJbres de Boole atomiques
infinies; elles sont donc 6l6mentairement dquivalenteslvoir s.5 dans (r)], 

"e 
qui impliqueque M satisfait A ** A+.

Remarque' - En s'inspirant de (6) et de l'6limination des quantificateurs pour les anneaux
de Boole sdparables lvoir (t), p. 62f, on peut trouuu un proc6d6 effectif pour trans-
former une d6monstration d'un th6ordme 3-stratifi6 de NF, en une d6monstration dans
TTf' II en rdsulte que Ia Proposition prdcddente est ddmontrable dans l,arithm6tique.

Conouemrs' - (i) chaque thtorime 3-stratifii de NF. est satisfait dans presque
tous les moddles finis de TT1

(ii) Tout dnonci 3-stratifii qui est satisfait dans
consistant'avec NFr.

(iii) L'ensemble des |noncds 3-stratifi6s qui sont
finis de TT, est consistant avec NFr.

(iv) Il n'existe pas d'extension fi,nie de TT, tlont
rdmes 3-stratifi6s de NFr.

une infiniti de modiles rtnis de TT, est

satisfaits dans presque tous les modiles

les thilorhmes cotncident ave,c les th6o-



' r r  
l

' I

il, ;

)

1658 - S6rie A C. R. Acad' Sc. Paris, t. 280 (23 juin 1975)

(v) ^S; Al ddsigne une version 3'stratifi6e de l'axiome de l'infi'nilpar exemple' l'axiome C I

airr 78)1, alors les thdordmes 3-stratifi6s de NF.+AI coincident avec les th^or\mes de

TT. +AI.

Remarque. Pour chaque 6nonc6 2-stratifi6 A, notons B l'6nonc6 du langage des

algdbres de Boole obtenu I partir de A comme dans la d6monstration d6crite plus haut.

on voit facilement que A est un th6ordme de NF, si et seulement si B est un th6ordme

de la th6oiie des algdbres de tsoole atomiques infinies. ce i6sultat iestb vrai si on y

remplace NFz par la th6orie T ayant les axiomes suivants : l'axiome d'extensionalit6,

l,axiome du singleton, l,axiome de la rdunion de deux ensembles et l'axiome du

compr6ment d'un ensembre. Il en rdsulte que NF, - T. Les moddles de NFr coincident

ooni ui., res structures ( M, s ), otr M est une algdbre de Boole atomique equipotente

dl ,ensembledesesafomesetoi txsy<-+i(x)5y, id ls ignantunebi iect ionquelcongue
de M sur l'ensemble de ses atomes'

(*) S6ance du 21 mai 1975.
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