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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANIS
ET NOTES PRESENTEES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS

LOGIQUE MATHEMATIQUE. — Les théorémes 3-stratifiés de NF;.
Note (¥) de MM. Maurice Boffa et Marcel Crabbé, présentée par M. Jean Leray.

NF; est le fragment de NF (la théorie des ensembles de Quine) engendré par les axiomes propres
‘de NF qu’on peut 3-stratifier (c’est-a-dire stratifier avec les types 0, 1, 2). Nous caractérisons les
théorémes 3-stratifiés de NF; (et de NF; + axiome de I'infini) en termes de théorie des types.

Soit k un entier = 2. On notera TT, la théorie simple des types réduite aux k premiers
types 0, 1, ..., k—1. Les formules de TT, seront dites k-stratifiées et NF, désignera le
fragment de NF engendré par les axiomes propres de NF qu’on peut k-stratifier. TT°
(resp. TT;") désignera I’extension de TT, obtenue en ajoutant pour chaque entier n > 1
Paxiome affirmant qu’il existe au moins 7 objets distincts de type 0 (resp. en ajoutant
chaque énoncé k-stratifié de la forme A «» A*, ol A* est obtenu a partir de A en augmen-
tant chaque type d’une unité). Grichine M, 3, (®] a prouvé que la consistance de NF,

est démontrable dans I’arithmétique et que NF = NF,.

PROPOSITION. — Les théorémes 3-stratifiés de NF; coincident avec les théorémes
de TTY.
Démonstration. — En utilisant (%), il apparait que les théorémes 3-stratifiés de NF,

coincident avec les théorémes de TT;. 1l reste & montrer que TT? = TTZ, ce qui revient
a prouver que tout modéle infini M de TT; satisfait A < A* pour chaque énoncé A
2-stratifié. Soit B I’énoncé du langage des algébres de Boole obtenu en remplagant dans A

chaque formule atomique de la forme Xo € Xy par Xo < x, et en restreignant aux atomes

chaque quantificateur portant sur une variable de type 0. Notons M, (i = 1, 2) I’algébre
de Boole des ensembles de M de type i. Il est clair que Mk A « M, FB et
MEAY & M, FEB. M étant irifini, M, et M, sont deux algébres de Boole atomiques
infinies; elles sont donc élémentairement €quivalentes [voir 5.5 dans ], ce qui implique
que M satisfait A < A, :

Remarque. — En s’inspirant de (°) et de 1’élimination des quantificateurs pour les anneaux
de Boole séparables [voir (7), p. 62], on peut trouver un procédé effectif pour trans-
former une démonstration d’un théoréme 3-stratifié de NF; en une démonstration dans
TTZ. Il en résulte que la Proposition précédente est démontrable dans I’arithmétique.

COROLLAIRES. — (i) Chaque théoréme 3-stratifié de NF, est satisfait dans presque
tous les modéles finis de TT,.

(i) Tout énoncé 3-stratifié qui est satisfait dans une infinité de modéles finis de TT; est
consistant avec NF,,

(iii) L’ensemble des énoncés 3-stratifiés qui sont satisfaits dans presque tous les modeéles
Jinis de TT; est consistant avec NF 3

(v) 1l wexiste pas d’extension finie de TT; dont les théorémes coincident avec les théo-
rémes 3-stratifiés de NF,.
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(v) Si Al désigne une version 3-stratifiée de I'axiome de Uinfini [ par exemple, I'axiome C 1
dans (8)], alors les théorémes 3-stratifiés de NF,+ Al coincident avec les théorémes de
TT;+AL

Remarque. — Pour chaque énoncé 2-stratifié A, notons B ’énoncé du langage des
algébres de Boole obtenu a partir de A comme dans la démonstration décrite plus haut.
On voit facilement que A est un théoréme de NF, si et seulement si B est un théoréme
de la thécrie des algsbres de Boole  atomiques infinies. Ce résultat reste vrai si on y
remplace NE, par la théorie T ayant les axiomes- suivants : I’axiome d’extensionalité,
’axiome du singleton, 1’axiome de la réunion de deux ensembles et 1’axiome du
complément d’un ensemble. II en résulte que NF, = T. Les mod¢les de NF, coincident
donc avec les structures ¢ M, £ >, ol M est une algébre de Boole atomique équipotente
4 Uensemble de ses atores et ot x g p <> i(x) = », 7 désignant une bijection quelconque
de M sur I’ensemble de ses atomes.

(*) Séance du 21 mai 1975.
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