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R&urn& Nous dkmontrons l’axiome de l’infini dans NFU sous l’hypothbse que le nombre des 
atomes est infkrieur & celui des ensembles. 0 1999 AcadCmie des sciencesfiditions 
scientifiques et mkdicales Elsevier SAS 

The axiom of in.nity in NFU 

Abstract. We show that the axiom of infinity is true in NFU assuming that the number of atoms 
is less or equal than the number of sets. 0 1999 Acadkmie des sciences&ditions 
scientifiques et mkdicales Elsevier SAS 

NFU est le systkme de thCorie des ensembles NF de Quine avec Cventuellement des atomes ou 
ur&ments (voir [7], [5], [6] et/au [4]). 

11 est avantageux d’enrichir le langage usuel de NFU (qui n’est autre que le langage de la thkorie 
des ensembles) en y adjoignant une constante 0, repr&sentant l’ensemble vide, et d’ajouter l’axiome 
Y’z z $! 0 aux axiomes propres de NFU - qui sont le schCma de comprkhension stratifiable et 
l’axiome d’extensionnalitk pour les objets non vides. Formellement, cette nouvelle thkorie n’est 
qu’une extension conservatrice de l’ancienne. Mais d’un point de vue informel, les objets qui peuplent 
l’univers peuvent y 6tre envisagks soit comme des ensembles, soit comme des atomes. Les atomes 
sont des objets n’ayant aucun ClCment et l’axiome d’extensionnalitk faible garantit que tout ensemble, 
autre que l’ensemble vide, est non vide. 

AZ dCsigne l’axiome de l’infini tel qu’il s’6crit normalement dans NFU : il y a une famille 
d’ensembles contenant l’ensemble vide et fern-kc pour l’opkration qui consiste & ajouter un ClCment 
B un ensemble, telle que cette famille soit distincte de l’univers. 

Rappelons le sens de certaines abrkviations courantes : V pour l’univers, 2 savoir l’ensemble des 2 
tels que z = z ; U pour l’ensemble des atomes, a savoir l’ensemble des z tels que, V y y $! z Ax # 0 ; 
P(a) pour l’ensemble des sous-ensembles de a, g savoir l’ensemble des II: tels que x C a A (3 w  
v E 5 V x = 0) ; (XI pour le cardinal de X, c’estkdire l’ensemble de tous les ensembles kquipotents 
B X ; USC(X) pour l’ensemble des singletons inclus dans X ; 7’1x1 pour (USC(X)l. 

Note prksentbe par Jean-Yves GIRARD. 
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M. Crabbe 

Nous avons done que 5 $! U si et seulement si 3 y y E :r: V n: = 0 si et seulement si z E P(V), 
autrement dit P(V) est l’ensemble de tous les ensembles et V = P(V) U U. 

TH~OR~ME 

NFU+ (UI 5 IP( 1 AI. 

Dhonstration. - On generalise la preuve de Al dans NF, due a Specker [8]. En realid, celui-ci 
prouve la negation de l’axiome du choix et en deduit AZ comme corollaire. Examinons d’abord ce 
que devient cette refutation de l’axiome du choix dans NF si on l’applique directement a Ctablir 
l’axiome de l’infini. 

11 s’agit de l’argument d’arithmetique Clementaire suivant qui sera traduit ensuite dans NF. Appelons 
10 

(< tour de puissances >> tout nature1 qui peut &tre mis sous la forme 2”‘- et notons t,, la plus grande 

tour de puissances qui est < 7~ et h(7~) la hauteur de t,. 
Comme les inegalites e 5 n < 2y entrainent 2’ 5 2” < 221, il s’ensuit que h(n) f 1 = h(t,) + 1 = 

/~(a~?~) = h(2n). Par consequent, la parite de h(71) n’est pas la m&me que celle de h(2n). 
Pour transposer ’ cela dans NF, commencons par definir 2’-‘l de faGon que 2isl = ]Y I soit stratifiable 

en donnant un m&me type a X et a Y. Pour cela posons ’ 21-‘1 = T1(]P(X)]), &ant entendu que 
T-‘(/P(X)/) = 0 si /P(X)/ $ T/VI. On peut par consequent definir h(k) comme &ant le cardinal 
de l’ensemble { 0,2’, 220, . . .} O {! I ! < ,4}. 

Supposons ensuite que le cardinal de l’univers est fini et soit n le nombre TlVl = IUSC(V)]. Alors 
2” = IP( = [VI. En utilisant 2” = 0 plutot que IV1 < 2” (ce qui est toujours faux dans NF), 
nous pouvons adapter l’argument ci-dessus pour obtenir finalement que h(TIVI) et h(lVl) n’ont pas 
la m&me parite. Mais, d’autre part, on montre que h(TIVI) = T(h( IV])), ce qui est contradictoire 
car ,JJ et Tk sont toujours congrus modulo 2. 

Si nous voulons maintenant comparer h(n,) et h(2’” + k), pour k 5 a”, la preuve precedente doit 
&Ire modifiee comme suit : 

- si C 5 7~ < 2”, alors ! 5 n < n + 1 5 2e. Done, 2e 5 2” 5 2” + k < 2”+l 5 22E ; 
- si 2” + k = 22’“, 

si 2” + k < 22’“, 
alors h(7~) + 2 = h(t,) + 2 = /~(2~~“‘) = h42’” + k) ; 

- alors h(7~) + 1 = h(t,) + 1 = h(2t71) = h(2”’ -+ k). 

Done h(n) et h(an + k) ne sont pas congrus modulo 3. 
Pour appliquer cela B NFU, supposons que AZ est faux et que k = IUI < lP( V) 1. Soit comme 

preddemment n = TlVl = ]USC(V)l. Al ors P(V) = 211 et [VI = /P(V) U UI = 27L + k. 
Par consequent, en utilisant les m&mes methodes que dans le cas de NF, on prouve que h(TIVI) 

et h(/VI) ne sont pas congrus modulo 3. Mais on demontre que h(TIVI) = T(h(lVI)) et done que 

fdlVl> et VIVI) sont congrus modulo 3. 0 

Boffa PI a demontre que NFU+AZ+ IUI < [P(V)1 interprete NF en construisant dans ce systbme 
une bijection entre [VI et IP(V) I. Le theoreme que nous venons de prouver permet de supprimer la 
reference a AI et d’obtenir, par consequent, les 

COROLLAIRE 1 

NW+ IUI 5 /P(V)1 k IV/1 = IP(V 

COROLLAIRE 2. - Le systbme AJFU + JUI 5 /P(V)1 est bquiconsistant avec NF. 
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L’axiome de I’infini dans NFU 

Le corollaire 1 peut encore Ctre dtmontre, dans l’arithmetique cardinale saris axiome du choix, 
comme ceci. Soient ,U = IV1 et K = ]UI. Puisque j?(V) 1 = 2Tp, nous devons prouver que 
1-1 = 2Tp + K = 2Tp, sous l’hypothese que K < 2Tp. 11 suffira d’etablir 2T@ + 2Tfi = 2T@. 

Si K 5 2T’“, alors ,Q est infini, par le theorbme. Dans NF et NFU - contrairement a c e qui se passe en 

theorie des types - l’axiome de l’infini implique que l’univers est Dedekind-infini car Na 5 2@’ 5 ,u. 
Par consequent, Tp = Tp + 1. Ce qui permet de conclure ainsi : 2Tp = 2Tfi”+1 = 2Tp + 2Tp. 0 

Remarque. - En raison du corollaire 1, on peut pratiquement reproduire telle quelle la preuve de 
la negation de l’axiome du choix de Specker dans NFU + IUI 5 I?(V) 1. On peut aussi refuter 
directement l’axiome du choix, en compliquant legerement la preuve du theoreme. 

M. Boffa nous a fait remarquer a ce propos qu’il suit de [l] que, non seulement la negation de 
l’axiome du choix, mais toute << propriete typee >> (au sens de NFU) de l’univers est prouvable dans 
NFU + IV1 = IP(V si elle l’est dans NF. 

’ Voir [3] pour une analyse detaillee de la man&e de transferer ce genre d’argument dans la theorie des types ou dans 

NF et NFU. 

2 C’est la definition de [3]. Celle de [8], qui est moins gtntrale, fonctionne Cgalement. 
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